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Vektor Uzayi

v,u ve w objeleri ve k ve m skalerleri V'de tanimli olsun. Eger V
kiimesinin elemanlari bellirli aksiyomlari yerine getiriyor ise V' ozel
tanimlanmis bir kiimedir ve Vektor uzayi olarak adlandirilir.

© Eger u ve v, V kiimesi icerisinde ise u+v de V kiimesi icerisindedir.

Q utv=v+tu

Q u+ (v+w) = (u+v) +w

@ V'deki her u icin u+0 = 0+u = u esitligini saglayan bir 0 objesi
vardir.

©

V'deki her u i¢in u+(-u) = (-u)4u = 0 esitligini saglayan ve u nun
negatifi denen —u objesi vardir.

ku objesi de V nin elemanidir.

k(u+v) = ku + kv

(k+ m)u = ku+ mu

k(mu) = (km)u

lu=u

® 0000
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Orn: V, sadece 0 objesinden olusan bir kiime olsun ve

0+0=0 ve k0=0

olarak tanimlayalim. Tum vektor uzayi aksiyomlarini sagladigi icin V' vyi
sifir vektor uzayi olarak adlandirinz.

Orn: V = R" olsun ve V lizerindeki vektor uzay! islemlerini n-lilerin her
zamanki toplama ve skalerle carpma islemi olarak tanimlayalim.

utv = (ur+up, ... up)+(vi,va,...,vn) = (u1+vi,up+vo,...,up+vp)

ku = (kuy, kua, . . ., kup)

V = R" kiimesi toplama ve skalerle carpma altinda kapalidir,
clinkl sonuglar yine n-liler seklinde olusur ve aksiyomlar saglarlar.
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Alt Uzay

W, V vektor uzayinin bir alt kiimesi olsun. W kiimesi de V' vektor
uzayinda tanimli toplama ve skalerle carpma altinda bir vektor uzayi ise,
W, V nin alt uzayi denir.

Theorem

| \

W, V vektor uzayinin bir alt kiimesi ve
ouveW —sut+velW
oeueW,ceR—-cueW

sartlarini sagliyorsa W, V nin alt uzayidir.

.
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Om: W = {(x1, x0,x3) € R3|xy = 0} kiimesi R*'iin bir alt uzayr midir?

1. Sart: wy +wo e W ?

wi = (2,0,—-1) wap=(1,0,2) = wi +wo = (3,0,1) v
2. Sart: (x1,0,x3) € R3vec € R — c(x1,0,x) € W ?
(CX1,07 CX3) ew v

W, R3 vektdr uzayinin alt uzayidir.
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Orn: V = {(x1, x2,x3) € R3|x1 4+ x» = 2} kiimesi R3 iin bir alt uzayi midir?
1.Sart: vi + b e V7?7

V1:(]_,]_,—1) V2:(—2,4,5)—> v1+v2:(—1,5,4)X

2. Sart: (x;,x0,x3) €ER3ve c € R — c(x1,x0,x2) €V ?

(cx1,62,0x3) ¢ V X

Sadece ¢ = 1 oldugu zaman gegerli!

V., R3 vektor uzaymin alt uzayr degildir.
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Eger Wi, W5, ..., W,, V nin alt uzaylari ise bu alt uzaylarin kesisimi de V
nin bir alt uzayidir.

Tanim

V vektor uzayinda tanimli bir w vektoru olsun. Eger w, ki, ko, ..., k,
skalerleri ile
w = kivi + kovo + ... + kv,

formunda ifade edilebiliyorsa w ya V deki vi,vo, ..., v, vektorlerinin lineer

kombinasyonu denir.
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Teorem

Eger S = {w1,ws,...,w,}, V vektdr uzaymin bos olmayan bir kiimesi ise,

@ S deki tiim olasi lineer kombinasyonlarinin kiimesi W, V nin bir alt
uzayidir.

@ (a) sikkindaki W kiimesi, V nin S deki tiim vektorlerini iceren "en
kiiciik” alt uzayidir, yani bu vektorleri iceren diger alt uzaylar W'yu
kapsar.
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Bir V vektor uzayinin butin elemanlari wy, ws, . .., w, vektorlerinin lineer
birlesimi olarak yazilabiliyorsa bu vektorlerin olusturdugu
S ={wi,wy,...,w,} kilmesi bu uzay: gerer ve
span(S)
ile gosterilir.
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Om: S = {@), (_11)} kiimesi V = R? uzayini gerer mi?
1. adim: R? de rastgele bir vektor secelim. (Z) € R?

2.adim: ¢ (3) + (7)) = (9)

Cl—C = a
2c0+c =
_a+tb
G = 3
_ b-2a
C = 3

S kiimesi R? uzayini gerer.
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Om: S = {(i), (:é)} kiimesi R? uzayini gerer mi?
1. adim: R? de rastgele bir vektor secelim. (§) € R?

2.adm: ¢i(3) + (73) = ()

2c1 — ¢ =

4C1 — 2C2

Coziim yok! S kiimesi R? uzayini germez.
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vi =(1,1,2),vo = (1,0,1),v3 = (2,1, 3) iin R vektdr uzayini gerip
germedigini kontrol ediniz.
1. adim: R3 de rastgele bir vektor secelim. a = (a1, a2, a3) € R3

2.adim: a vektoriinii vy, vo, v3 Uin lineer kombinasyonu olarak ifade
edebilir miyiz?

a = kivi+kw+ kv
(31,32,33) = kl(171a2)+k2(17071)+k3(2a1a3)

ki+ ko +2ks = a1
ki +ks = a
2ki + ko +3ks = a3

Sistemin tutarli olup olmadigina kat sayr matrisi olusturarak karar
verebiliriz.
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11 2
K=|1 01
213
Sistemin tutarli olup olmadigina nasil karar verelim?

det(K) =?
det(K) = 0 oldugu igin ¢6ziim yoktur.

vi, v, v3, R3 (i germez.
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n bilinmeyenli bir Ax = 0 homojen lineer sisteminin ¢oziim kimesi R" in
bir alt uzayidir.

W verilen sistemin ¢oziim kiimesi olsun. W kiimesi en azindan x =0
asikar ¢ozimunu icerecegi icin bos kiime degildir.

W nun R" in bir alt uzayi oldugunu gosterelim. Bunun icin x; ve xo W da
vektorler olsun. Bu vektorler Ax = 0 in ¢coziimu olduklari icin

Axi =0, Axx=0
dir. Matris carpiminin dagilma 6zelliginden
A(X1 —|—X2) =Ax1+Ax =0+0=0

cikar. Bu durumda W toplama altinda kapahdir.
k herhangi bir skaler olsun.

A(le) = kAXl =k0=0

cikar. Dolayisi ile W skalerle carpma altinda kapalidir.
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Homojen Sistemlerin Coziim Uzayi

1 -2 3| |x 0
2 —4 6| |y| =10
3 -6 9| |z 0

Lineer sisteminin ¢oziim uzayini bulunuz.
x=2s—-3t,y=s,z=1t
x—=2y+3z=0

esitligi cikar.
Bu da orjinden gegen (d=0) ve normali n = (1, —2, 3) olan bir diizlemi

Verir.

15 /41
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Lineer Bagimsizlik

Eger S = w1, v, ..., V,, V vektor uzayinin bos olmayan kiimesi ise
kivi + kovo + ...+ kv, =0

vektor denkleminin en az bir ¢cozimu vardir.
kk=0 k=0 ...k=0

Buna asikar ¢oziim denir. Eger bu ¢oziim tek ¢coziim ise S ye lineer
bagimsiz kiime denir. Asikar ¢oziim disinda baska ¢oziimlerde var ise S
lineer bagiml kiimedir.
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R3 deki u = (1,1,0),v = (0,1,0), w = (1,0, 1) vektorlerinin lineer bagimli

olup olmadigini gosterin!

c1(1,1,0) + 2(0,1,0) + ¢3(1,0,1) = (0,0,0)

c+c=0
caa+c=0
C3:0

Sisteminin ¢oziimiinden ¢; = ¢ = ¢3 = 0 oldugu agik¢a goriilmektedir.

Bu durumda u, v, w vektorleri lineer bagimsizdir.
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R3 uzayinda verilen u = (2,1, —4),v = (1,0, —1),w = (x,4,1)
vektorlerinin lineer bagimli olduklari bilindigine gore x kactir?

2 1 —4
1 0 —-1|=0
x 4 1

x = —9 olmal.
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Orn: Asagidaki polinomlarin P, de lineer bagimsiz bir kiime olduklarini
gosterin.

1,x,x%,x3,...,x"
Polinomlar

pp=1 pr=x, p=x...pp=x"
seklinde gosterelim.
aopo + aipr + ap2 + ...+ appn =0
Denkleminin
ag=ar=a=...=a,=0

asikar ¢oziimiine sahip oldugunu gostermemiz gerekli.

Basak Esin KOKTURK GUZEL Genel Vektér Uzaylan 8 Nisan 2019 19/41



a0+ aix+ax?>+...4+a,x"=0 (1)

n dereceli polinomun ¢oziim kimesi

n dereceli bir polinomun en fazla n tane ¢éziimi vardir. (1) de belirtilen
her katsayinin 0 olmamasi durumunda sonsuz ¢ozim olusur. Bu nedenle
(1) sadece asikar ¢oziime sahiptir.
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Orn: Asagidaki polinomlarin P2 de lineer bagimsiz olup olmadiklarini
gosteriniz.

pr=1—x pp=5+3,—-2x> p3=1+3x—x>

kip1 + kap2 + kspz3 = 0
ki(1 = x) + ka(5 + 3x — 2x?) + k3(1 4+ 3x — x*) =0

(ki + 5ko + k3) + (—ki 4 3ka + 3ks)x + (—2ka — k3)x> =0

Katsayilari sifira esitleyerek sistemin asikar ¢oziimi olup olmadigina
bakalim.

ki + 5k + ks =
—ki +3ko +3ks =
—2ky — ks =

Basak Esin KOKTURK GUZEL Genel Vektér Uzaylan 8 Nisan 2019 21/41



Katsayl matrisini yazip determinantina bakalim.

1 5 1
-1 3 31=0
0o -2 -1
{p1, p2, p3} kimesi lineer bagimlidir. ]
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Koordinatlar ve Bazlar

Tanim

V' herhangi bir vektor uzayi ve S = {vq, va,...,v,}, V deki vektorlerin
sonlu bir kiimesi olmak lizere, asagidaki kosullari sagliyorsa S ye V nin bir
bazi denir.

Q@ S lineer bagimsizdir.

Q S, Vyigerer.

Tanim

Bir vektor uzayinin bazi, o vektor uzayindaki tiim vektorleri olusturabilecek
en az elemana sahip kiimedir.

v
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R" de standart bazlar,

e1 =(1,0,...,0) e&=(0,1,...,0) ... e,=(0,0,...,1)
seklindedir. Cunku bu vektorler R" i gerer ve lineer bagimsizdirlar.

Orn: v = (1,2,1),vo = (2,9,0), v3 = (3,3, 4) vektorlerinin R3 icin bir baz
olusturdugunu gosteriniz.
Lineer bagimsiz olduklarini gostermeliyiz.

avi+ovw+ar =0

c1+20+3c3=0
2c1 +9¢ +3c3=0
c1+4c3=0
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Uzayi gerdiklerini gostermeliyiz.

avi+ovw+awi=>b

c1+2c0+3c3=>5b
2c1 +9¢c 4+ 3c3 = by

¢ +4c = b3
1 2 3
A=12 9 3
1 0 4
det(A) = -1
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- 01 00 0 0] o
My = [0 0}’/\/’2_ [0 0]’1\/’3—[1 0]7M4—[0 1] matrislerinin

2 x 2 lik matrislerin vektor uzayr Ma; icin bir baz olusturdugunu gosteriniz.
Matrislerin lineer bagimsiz oldugunu ve uzayi gerdigini gostermeliyiz.

Lineer bagimsizlik icin
caMy + oMy + csMs + caMy =0

denkleminin asikar ¢oziimii oldugunu gostermeliyiz.

a9 o] o0, oo _[oo
o o 210 0 311 0 “1o0 1| o 0

a c¢| (00
g c| |00

Basak Esin KOKTURK GUZEL Genel Vektér Uzaylan 8 Nisan 2019 26 /41



Bu matrislerin Mp; yi gerdigini ispatlamak igin her 2 x 2 lik

matrisinin
aMi + oMy + csM3 + My =B

seklinde ifade edilebilmesi gerekir.

a ¢| |a b
s al|l |c d

My, My, M3 ve My, M,,, uzay icin baz olusturur.
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Orn: S = {t> +1,t — 1,2t + 2} kiimesinin ikinci dereceden polinomlarin
P> vektor uzayi icin baz olup olmadigini belirleyin.

a(t?+1)+o(t—1)+ a2t +2)=at> + bt + ¢

GG = a
o+2c = b
cg—0+2; = ¢

S kiimesi P, vektor uzayini gerer.
a(t®+1)+ca(t—1)+c(2t+2)=0

c1 =0, =0, c3 = 0 asikar ¢coziimii cikar. Bu nedenle S kiimesi lineer
bagisizdir.

S kiimesi P, vektor uzayi icin bir baz olusturur. J
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Eger S = {v1,va, ..., vp} bir vektdr uzay icin bir baz ve
Vv=cvi+w+t...+ chvy

bir v vektoriiniin S cinsinden ifadesi ise, ci, ¢, ..., c, skalerlerine v nin
S'ye gore koordinatlar denir. Bu koordinatlardan olusturulan R deki
(c1,¢,...,Cn) vektoriine v nin S ye gore koordinat vektorii denir ve

(v)s = (c1,¢c,...,¢n)

ile gosterilir.
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R? uzayinda S = {(1,3),(2,1)} bir baz olmak iizere v = (2, 3) vektdriiniin
S kiimesine gore koordinat vektoriint bulun.

ca(1,3) + (2,1) =(2,3)
(C1 +2¢1,3c1 + C2) = (2, 3)
1 = 4/5 Cy = 3/5

(v)s = (4/5,3/5)
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vi=(1,2,1) w=1(2,90) vs=(33,4)

vektorleri R® uzayi icin baz olustururlar. v = (5, —1,9) vektoriiniin
S ={v1, vz, v3} bazina gore koordinat vektorlerini bulunuz.

V=0Cv+ GWw-+ V3

(5,—-1,9) = c1(1,2,1) + (2,9,0) + c3(3,3, 4)
= 1,C2 = —].,C3 =2

(V)S = (17 -1, 2)
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Sonlu boyutlu bir vektor uzayinin her bazi ayni sayida vektore sahiptir.

V sonlu boyutu bir vektor uzayi ve {vi, va, ..., v,} herhangi bir baz olsun.

@ Eger bir kiime n den fazla vektore sahipse lineer bagimhdir.

© Eger bir kiime n den az vektore sahipse V yi germez.
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Bir sonlu-boyutlu V' vektdr uzayininn boyutu dim(V) ile gosterilir ve V
nin bir bazindaki vektor sayisi olarak tanimlanir. Ayrica sifir vektor
uzayinin boyutu sifir olarak tanimlanir.

dim(R") = n
dm(P,) = n+1
dim(Mpy,) = mn
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Orm: Asagidaki lineer denklem sisteminin bir bazini ve boyutunu bulunuz.

2x14+2x —x3+x5 = 0
—x1—xX+2x3—3x4+x5 = 0
xX1+x0—2x3—x5 = 0
x3+xs+x5s = 0
Gauss-Jordan yok etme yontemi ile
xx=—-S—t xp=5 x3=—t x4q=0 xs=t

(XlaX27X37X47X5) = (_5 —t,s,—t,0, t)
(x1, %2, X3, x4, x5) = s(—1,1,0,0,0) + t(—1,0,—1,0,1)

vi =(-1,1,0,0,0) v, =(-1,0,-1,0,1)

v1 ve v» birbirinin lineer kati olmadigi icin lineer bagimsizdir ve ¢6ziim
uzayini gererler. Bu nedenle ¢oziim uzayinin boyutu 2 dir.
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B = {u1,u} ve B' = {u}, u)}, V vektdr uzayinin 2 bazi olsun. Yeni baz
vektorlerini eski baza gore yazalim.

u'l = auy + bup

uh = cuy + dup

ile = |7 [le = [

v, V vektor uzayinda herhangi bir vektor olsun ve

[vler = [g]

yeni koordinat vektori olsun.
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Simdi v yi eski B bazi cinsinden ifade edelim.
v = ki(auy + buz) + ka(cur + dup)

v = (kia + kac)ui + (kib + kod)un

Boylece v nin eski koordinati

Boylelikle yeni koordinat vektorii [v]gs niin, eski koordinat vektori [v]g yi

a c
oy
matrisiyle soldan ¢arparak bulabiliriz.
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Baz Degisimi

Eger bir V vektdr uzayinin eski bir B = {u1, ua, ..., up} bazindan yeni bir
B' = {u}, b, ..., u,} bazina baz degisikligi yaparsak, V deki her v
vektorii icin, eski [v]g koordinat vektori, yeni [v]g: koordinat vektdriine
asagidaki denklem ile baghdir.

[v]ls = P[v]s

Burada P nin situnlar yeni baz vektorlerinin, eski baza gore koordinat
vektorleridir. P nin siitunlar soyledir:

[US.]Bv [ué]Bv 000y [UZ]B

Peg=[uils | [wls | ... [u]s]

Pgp = [[mlp | [wls | ... [un]s]
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Orn: R? de B = {u1, u} ve B = {u}, uy} baz kiimeleri olsun.
v =(1,0) w=(0,1) wu;=(1,1) uh=(2,1)
B’ den B ye gegis matrisini(Pg/_,g) bulunuz.

/
up = up + up

ué =2u1 +

le= ;| lale= 7

1 2
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B den B’ ye gecis matrisini (Pg_,p/) bulun.

/ /
up = —up+ up

uy = 2uy — uh

[n]p = [_11] [u2]B = [_21]
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Eger B ve B’ sonlu boyutlu bir V' vektdr uzayinin bazlari ise

(Pe—B)(Ps=p) = (PB=B) =1

Teorem

Eger P sonlu boyutlu bir vektor uzayinin bir B bazindan B bazina gecis
matrisi ise, P tersi alinabilirdir ve P~%, B den B’ ye gecis matrisidir.

v

Pg_, g yu hesaplamak igin

[yeni baz | eski baz]—"— [I|Ps_, 5]

islemleri
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Orn:

v =(1,0) w=(0,1) u;=(1,1) w,=(2,1)

_—~
N~

Pgrp =7
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