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Vektor Bilesenleri

Pi(x1,y1) ve Pa(x2, y2) noktalari arasinda yer alan

v= (P, Pgi vektori Py
V= (x2—Xx1,y2 — y1) /

Py
seklinde tanimlanir.
Orn:Baslangic noktasi (3,2,1) ve bitis noktasi (—1,4,2) olan v
vektoruniinun bilesenlerini yaziniz.
v = (-1-3,4—-22-1)
v = (_4727 1)
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n bir pozitif tam sayi ise bir sirali n—li, n uzunluklu bir reel sayi dizisidir
(vi,v2,...,vp). Tum sirali n — liler kiimesine n — uzay denir ve R" ile

gosterilir.

R™ deki v = (vi,v2,...,vy) ve w = (wq, wa, ..., w,) vektorleri icin

Vi =W Vo = Wh Vh = Wp

ise v.=w (es vektorler) denir.

Orn: (a,b,c,d) = (1,—4,2,7) esitligi ancak ve ancak a =1,b = —4,
¢ =2,d =7 oldugu zaman gecerlidir.
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Vektorlerde Toplama

v ve w vektorleri 2-uzayda ya da 3-uzayda konumlandirnimis vektorler
olsun. Bu iki vektoriin toplamini paralelkenar yontemi ya da tiggen kural
ile bulabiliriz ve

Viw=w-+v

dir.

u U+ v wHx
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Skaler ile Carpma

Eger v, 2-uzay ya da 3-uzayda sifirdan farkli bir vektor ve k sifirdan farkh
bir skaler ise v nin k skaleri ile carpiminin

@ uzunlugu: v vektoriiniin uzunlugu ile k skalerinin ¢arpimina esit,

@ yonii: k pozitif ise v vektorii ile ayni, negatif ise v vektoriiniin
yonunun zittidir.
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v=(vi,va,...,vp) ve w = (wy,ws,...,w,), R" de vektorler ve k
herhangi bir skaler ise;

viw = (vi+wi,vo+wo,...,vy+ wy)
kv = (kvi,kv,... kvy)
v = (—vi,—va,...,—Vp)
wW—v = wH(—v)=(wg —vi,wp — va,..., W, — Vp)

seklinde tanimlanir.

Orn: v =(1,-3,2) ve w = (4,2,1) ise,

V4w =7
—w =7
2v =7

v—w="?
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Teorem

u,v ve w, R" de vektorler ve k ve m skalerler olsun.
ut+v = v+u
(u+v)+w = u+(v+w)
u+0=0+u = u
ut+(-u) = 0
k(u+v) = ku+ kv
(k+mu = ku+ mu
k(mu) = (km)u
lu = wu
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Teorem

v, R" de vektor ve k skaler ise

ov = 0
kO = 0
(-1)v = -v

dir.
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Tanim
w, R" de bir vektor ve ki, ko, ..., k. skalerler olmak iizere w eger,

w = kivi + kovo + ... + kyv,

seklinde ifade edilebiliyorsa, w ya R" deki vi,vs,...,v, vektorlerinin lineer
kombinasyonu denir.

Yellow
255,255,0,.0+""

Q Gan
10,255,255

r = (255,0,0) c=0r+1g+1b
g = (0,255,0)
b= (0,0, 255) m=1r+0g + 1b

Magenta
255,0,255
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R" de tanimli v = (v1, v2, ..., vp) vektoriinin normu (uzunlugu ya da
biiyiikliigii olarak da adlandirilir) ||v|| ile gosterilir ve

vl = /2 + 3 +... 4 v2

seklinde tanimlanir.

Orn: R3 deki v = (—3,2,1) vektoriiniin normunu bulunuz.

Ivil= /(-3 +2+12 = Via

Orn: R* deki v = (—1,4,5,1) vektoriiniin normunu bulunuz.

Ivll = \/(~1)2 + 42 + 52 4 12 = Va3
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v, R" de bir vektor ve k herhangi bir skaler ise
o v >0
@ |lv|| = 0 ancak ve ancak v=10
o [[kv|| = [k[[v]| dir.

Birim Vektor
Normu 1 olan vektore birim vektor denir. v, R" de sifirdan farkl bir vektor

(S(S]

1

u=-—v
vl

v ile ayni yonli birim vektorl tanimlar.

11/39
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Orn: v = (2,2, —1) ile ayni yonlii u birim vektériinii bulunuz.

Ivll = /22 +-22 + (-1)2 =3

1 1
U= ——V= 7(2727 _1)
¥~ 3
22 1
=(3373)
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R? veya R3 te bir dik koordinat sistemi ortaya konuldugu zaman, koordinat
eksenlerinin pozitif yonlerindeki birim vektorlere standart birim vektorler
denir.

Birim vektorler R3 te i = (1,0,0) j=(0,1,0) k= (0,0,1) seklinde
ifade edilir.

y

V= (Vla V2, V3) = Vl(]-aov 0)+ V2(07 130)+ V3(0707 1)
v = vii + voj + vzk
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Genel olarak R" deki standart birim vektorler

e; =(1,0,...,0) ex=(0,1,...,0) ... e,=(0,0,...,1)
seklinde ifade edilir.

Bu durumda R" deki her v = (vq, va,..., v,) vektorii su sekilde ifade
edilebilir.
V=vie; +wesr+ ...+ vpe,
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Tanim

u=(u,un,...,up) vev=(vi,va,...,v,), R" de tanimli noktalar olsun.
u ve v arasindaki uzaklk d(u,v)

d(v) = u-v] = /(e — v1)? + (2 — v2)? .+ (un — va)?

seklinde tanimlanir.

Orm: u=(1,3,-2,7), v=(0,7,2,2) ise u ve v noktalar arasindaki
uzakligi hesaplayin.

d(uv) = uv] = /(L —0)2 + (3 -7) + (-2 22 + (7 - 2)> = V58
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u ve v,R? veya R3 te sifirdan farkli vektérler, 0 ise u ve v
vektori arasindaki agi olsun. Bu durumda u ve v nin skaler carpimi (Euclid
ic carpimi) u - v ile gosterilir ve

u-v=ul|v| cost
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1 Jull = V02 +02+12 =1
Iv]| = V02 +22+22 = V8 =22

u-v=|ul||v] cosb

u-v=(1)2v2)(—=) =2

1
G
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Tanim

R" de u = (u1, up,...,up) ve v=(v1,va,...,V,) olsun u ve v nin skaler
carpimi (Euclid i¢ ¢arpimi) u - v ile gosterilir ve

u-v=uvy+uww-+...4+ uyv,

seklinde tanimlanir.

Theorem

| A\

u,v ve w, R" de vektorler ve k skaler ise
eu-v=v-u Simetri Ozelligi
o u-(vt+w) =u-v+u-w Dagilma ozelligi
o k(u-v) = (ku)-v Homojenlik Ozelligi

@ v-v>0vev-v=0ancak ve ancak v = 0 ie gegerlidir. Pozitiflik
Ozelligi

A

Basak Esin KOKTURK GUZEL Euclid Vektér Uzaylan 4 Nisan 2019 18 /39
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2 2 2
[lv-ul[" = [[v[|” + [Ju]]" = 2u - v
2 2 2
[lv-ul[* = [[v[|” + [[u]|* = 2 |ul[ ]|v]] cos®
1 2 2 2
lull lvif cost = S(lIvI[* + Jjul]” — [[v-ull")

2 2 2 2
Jul® = o + 3 + o

Iv[[> = v} + v + V&

lv-ul® = (vi — u1)? + (v2 — 12)? + (v3 — u3)?

Yerlerine koyup sadelestirelim.

u-v=uvy+ v+ u3v3
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u-v = |luf| lv[| cosf

0:c05_1< u-v >
[[ull vl

u-v
— ulfvll —

Cauchy-Schwarz Esitsizligi

R" de u = (u1,up,...,up) ve v=(vi,va,...,V,) ise
u-v [ < Jul|[v]

esitsizligi gecerlidir.
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u,v ve w, R" de vektorler olsun. Bu durumda

o |[u+v|| < |ull + |lv|| (Vektorler igin liggen esitsizligi)
e d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (Uzakliklar igin t¢gen esitsizligi)
esitsizlikleri gecerlidir.

u ve v, R" de vektorler ise

2 2 2 2
lu 4 [[" + flu = v||" = 2(]|uf|* + [lv]")

u ve v, R" de tanimli vektorler ise Euclid i¢c ¢carpimlari

1 1
u 'V21||U+V”2—Z||U—VH2
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Om: Au-v=u-ATv oldugunu asagidaki ornekler ile gosteriniz.

1 -2 3
A=12 4 1
-1 0 1
1 -2 3
Au = 2 4 1 10
0 1 5

2 -7

Alv = 2 4 4

1 -1

Au-v =7(-2)+10(0) +5(5) =11
u -ATv=—1(-7)+2(4) +4(-1) =11
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Ortogonallik

R" de sifirdan farkli iki u ve v vektort icin u-v =0 ise u ve v
vektoru birbirlerine ortogonaldir denir.

Orn: u= (—2,3,1,4) ve v=(1,2,0,—1) vektorlerinin R* de ortogonal
oldugunu gosteriniz.

u-vo= (=2)(1)+3)(2) + (1)(0) + (4)(-1)
= 0
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Standart birim vektorler kiimesi S = {i,j,k} nin R3 te ortogonal kiime
oldugunu gosterin.

i =(1,0,0)
i=(0,1,0)
k =(0,0,1)

i-j=(1,0,0)-(0,1,0) =0
j-k=(0,1,0)-(0,0,1) =0
i-k=(1,0,0)-(0,0,1)=0
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Bir dogrunun dogrultusuna dik olan vektore o dogrunun normal
vektorl denir.

n-l_%?’zo
R3 de

n=(abc) PoP = (x — X0,y — ¥0,Z — 20),
n(a, b, c)
n-Po =
a(x —xp)+ by —y0)+c(z—2)=0
ax + by + cz = axp + by + czy
ax+by+cz+d=0

Py = (x0,¥0,20)
P=(xy.z)
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u,v ve a, R" de vektorler ve a # 0 ise, u vektoriini a ile ayni dogrultulu
wi ve a vektoriine ortogonal wy vektori cinsinden u = wy + ws seklinde
tek bicimde ifade edebiliriz.

w1

<
X v u <

w2
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ka
Wi+ wsr = ka+ wo
(ka4 ws) - a=k|al®>+ (ws - a)

2
kilall
u-a
2
[all
-a
Uu—wy=u—ka=u-— 4 ~a
lal

4 Nisan 2019



wy vektoriine u nun a lizerine ortogonal izdiisimi denir ve proj,u ile
gosterilir. wy ise u nun a ya ortogonal vektor bileseni olarak adlandirilir.

a
a

2
all

projau =
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Orn: e; = (1,0) ve e = (0,1) vektérlerinin R? deki pozitif x ekseni ile 6
acisi yapan L dogrusu tizerindeki ortogonal izdiisimiini bulunuz.

projaes = 24
a = (cosb, sind)

l|al| = V/cos20 + sin?0 = 1
e -a = cost

proj,e1 = cosf(cosb, sinf)

projse1 = (cos?8, cosfsinf)

4 Nisan 2019

Basak Esin KOKTURK GUZEL Euclid Vektér Uzaylan

28 /39



u=(2,-1,3) ve a= (4,—1,2) olsun. u'nun a boyunca vektor bilesenini
ve u'nun a'ya ortogonal vektor bilesenini bulunuz.

u-a=15
|a])* = 21

u- aa

2
Iall
15

= —(4,-1,2
k12

_ (20 510
N 7077

. 20 5 10
u— projpu = (2,—1,3)— (7,—7,7>

_ (.6 21
- 7777

projau =
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u'nun a boyunca vektor bileseninin normu

u-a
723

HaH
= |3l
Iall

Iu a\

Iu al

[l projaull

a
0 u ve a arasindaki aci olsun. Bu durumda,

|u-al = [Ju [|a]| cosf

lprojaull = [|ul| cost
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Pisagor Teoremi

u ve v Euclid i¢ carpimli R" de ortogonal vektorler ise
2 2 2
[Ju+ v = [[u]* + [lv]
ispat
2 2 2
Ju+ v = [[u] +2(u - v) + [lv]
Ortogonal olduklari igin u-v =0,

2 2 2
lu 4+ v[* = (ull” +[v]
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Bir noktanin(Py(xo, yo, 20)) bir diizleme (ax + by 4+ cz + d = 0) olan
uzaklig

- |aXo + byy + czo + d‘
Va2 +b?+c?

Ispat: Q(x1, y1,z1) diizlem iizerinde bir nokta olsun.

D

> = [
_ @R
[[n]l
Q—Po> = (x1—x0,¥1— Y0,20 — 21)
N
QPy-n = a(xo—xl)+b(yo—y1)+c(20—zl)
o = V@t REe
d = —axq—by1 —czy
D — ‘aXo—i-byo—l-CZo—{—d‘
VIR e
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Orn: (1,-4,-3) noktasi ile 2x — 3y 4+ 6z = —1 diizlemi arasindaki dik
uzakhigi bulunuz.

2(1) + (—3)(— ) +6(-3) + 1

D:
V22 4+ (-3)2 + 62
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Vektorel Carpim (Kartezyen Carpimi)

u = (uy, o, u3) ve v = (v1,vo,v3), R® de tanimli vektorler olsun. u x v
carpimi determinant gosterimi ile

U U
yx v = < 2 U3
uxv=(upvz — U3zvp, Ujvz — U3Vy, U1Vy — LpVy)

Vo V3

uy u3
Vi V3

up w2

’ Vi W

)

seklinde tanimlanir. Ayni zamanda

dir.
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Omn: u=(1,2,-2), v=(3,0,1) ise u x v nedir?
w12 2] o2 o2
S\|0 1" |3 1}]’]3 0

uxv=(2,-7,-6)

u X v, uve v ye diktir.

Iki vektoriin vektorel carpimi, her iki vektore de
B dik ve boyu bu iki vektoriin tizerinde kurulan

LV paralel kenarin alanina esit yeni bir vektordiir.

§ c Alan = H/ﬁ XRH
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Kose noktalan P1(2,2,0), P,(—1,0,2) ve P3(0,4,3) olan liggeninin alanini
hesaplayiniz.

Ucgenin alani P; P, ve P;P3 vektorleri tarafindan
belirlenen paralel kenarin alaninin yarisidir.

/Pf\ PPy = (-3,-2,2)
/N PPy = (-2.23)
S ‘-

_ 15
2
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Vektor ve Skaler Carpimini Iceren iliskiler

u, v ve w, 3-uzayda vektorler ise
o u-(uxv)=0
ov-(uxv)=0
o [lux vI? = Jlul V]2 = 2(u x v)?
e ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w

o (uxv)xw=(u-w)v—(v-w)u

ispatlarl Odev!
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Vektor Carpiminin Ozellikleri

u,v ve w, 3-uzayda herhangi vektorler ve k herhangi bir skaler olsun.
o uxv=—(vxu)
o ux(v+w)=(uxv)+(uxw)

o (u+v)xw=(uxw)+(vxw)

@ k(uxv)=(ku)xv=ux(kv)
o ux0=0xu=0
e uxu=0

Basak Esin KOKTURK GUZEL Euclid Vektér Uzaylan 4 Nisan 2019 38/39



Standart birim vektorlerin (i = (1,0,0),; = (0,1,0), k = (0,0, 1))
kartezyen carpimi

. 00 1 0/ (1 O
ixi=0 jxj=0 kxk=0
) J ixj=k k=i kxi=]j
ixi=—k kxj=—i ixk=—j
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